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あらまし モーメント法を用いた大規模なアンテナの電磁界数値解析には, 多大な演算時間がかかるという問題があ

る. そこで, 本来は画像処理を担うプロセッサである GPU (Graphics Processing Units)を利用し, モーメント法を高

速化する試みが多く行われている. しかし, GPUの各プロセッサへの演算の割り当てやモーメント法のアルゴリズム

の差異がどの程度高速化に影響するのかを定量的に示した文献は少ない. 本報告では, これらの要素が GPUによる高

速化の効果に与える影響を定量的に検証したので報告する.
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Abstract In method of moments (MoM), cost of too much computing time becomes a serious problem for numer-

ical analysis of large-scale antennas. In recent years, Graphics Processing Units (GPU), which is originally used for

graphics processing, have been used for acceleration of the MoM computation. However, there has been few reports

on allocation of numerical operation to each processor in GPU and algorithm of MoM affect computing time of

GPU. In this report, relation among computing time of GPU, allocation of numerical operation to each processor

in GPU and algorithm of MoM is quantitatively evaluated.
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1. は じ め に

電磁界数値解析の有力な手法の一つとしてモーメント法

(Method of Moments, MoM) が知られている [1], [2]. モーメ

ント法では, アンテナや散乱体表面の電流分布を求める問題を,

N 個の電気的に小さなセグメント上における, 未知の電流係数

を求める問題に置換する. そして, 未知の電流係数を求めるた

めに, 電界積分方程式を離散化して得られる行列方程式を解く.

しかし, N ×N 行列の演算に O(N2), 行列方程式を解いて未知

の電流係数ベクトルを求めるために O(N3)の演算時間がかか

る. したがって, 大規模なアンテナをモーメント法で解析する

には高速化が必要である.

一方, 近年では, PC やWorkStation の画像処理を担うプロ

セッサであるGPU (Graphics Processing Units)の高い並列演

算能力を数値解析に応用する試みが盛んに行われている. 特に,

GPUを汎用目的で利用するための統合開発環境である CUDA

(Compute Unified Device Architecture) [3], [4] が 2006 年に

NVIDIA 社より発表されて以降, GPU によってモーメント法

を含む様々な数値解析法が高速化されてきた [5]- [8].

これまで, GPUによるモーメント法の高速化について, 様々

な研究が行われてきた. 例えば, CPU側の処理と GPU側の処

理をオーバーラップさせることによるさらなる高速化 [9], HDD

を利用することによる取り扱い可能な未知数の上限の拡大の検

討 [10], 複数の GPU を用いることによるさらなる高速化 [11]
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START

Impedance matrix Z filling
• 1D model : Single integration
• 2D model : Triple integration

END

Solving matrix equations ZI=V
(CG Method / LU decomposition)

Voltage vector V filling

図 1 モーメント法のアルゴリズム.

などが挙げられる.

しかし, GPUの各プロセッサへの演算の割り当てを決定する

Threads/Blockというパラメータや, モーメント法におけるイ

ンピーダンス行列演算のアルゴリズムの差異が, GPUを用いた

モーメント法の高速化に与える影響はあまり検討されていない.

本報告では, 自己・相互インピーダンスの演算に必要な積分次

数が異なる線状導体, 面状導体において, Threads/Block 及び

インピーダンス行列演算のアルゴリズムの違いが GPUによる

モーメント法の高速化にどの程度影響するのかを定量的に検証

したので報告する.

2. モーメント法のアルゴリズム

モーメント法とは, アンテナや散乱体表面における電界積分

方程式を行列方程式に離散化し, その行列方程式を解いて未知

の電流係数を求めることで, アンテナや散乱体表面の電流を求

める手法である. モーメント法のアルゴリズムを図 1 に示す.

図に示したアルゴリズムのうち, 未知の電流係数の数を N とす

ると, インピーダンス行列の演算には O(N2), 行列方程式を解

くためには O(N3)の時間がかかる. したがって, N が非常に大

きな問題では, 行列方程式を解く演算を高速化することが重要

になる. しかし, 面状導体や誘電体など, インピーダンス行列の

要素の演算に多重積分が含まれる問題では, インピーダンス行

列の演算の高速化も非常に重要である.

インピーダンス行列の各要素はアンテナを分割して得られた

N 個のセグメント間の自己・相互インピーンダンスを求めるこ

とによって得られる. 線状導体において, m番目のセグメント

と n番目のセグメントの相互インピーダンスは一般的に以下の

式で表される.

Zmn = jωµ0

∫∫
S

∫∫
S

fm (r) ·
↔
G0

(
r, r′

)
· fn

(
r′

)
dr′dr

(1)

ここで, fm, fn はそれぞれm番目と n番目のセグメントの基底

関数,
↔
G0 は自由空間のダイアディックグリーン関数を表す. (1)

式より明らかなように線状導体のセグメント間の相互インピー

ダンスを求めるためには 4重積分が必要となる. しかし, 細線

近似を導入することで単積分にすることができる [2].
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図 2 GPU の構造.

面状導体の場合のセグメント間の相互インピーンダンスは以

下の式で表される.

Zmn =
1

W 2

∫ W

0

∫ W

0

Z(u, v)dudv (2)

ここで, W はセグメントの幅, Z(u, v)は線状導体間の相互イン

ピーダンスを表す. (1), (2)式から明らかなように, 線状導体と

面状導体ではインピーンダンス行列を求める際に必要な積分次

数が異なっており, 線状導体では単積分であるのに対し, 面状導

体では 3重積分が必要となる. このため, 面状導体のインピーダ

ンス行列を求めるには, 線状導体に比べ, 多大な時間がかかる.

本報告では, 線状導体, 面状導体の 2種類のモデルのインピー

ダンス行列の演算の高速化を行い, 積分次数の違いが GPUに

よる高速化にどの程度影響するのか検証する.

3. GPUの構造と演算

3. 1 GPUの構造

本報告で使用した GPUは Tesla C2075であり, 図 2に示し

た構造を持つ. 図 2 において, 左側は CPU 内のプロセッサと

CPUが直接利用するメモリ (Host memory)を示している. そ

して右側は GPU内のプロセッサ群と多層構造を持つメモリを

示している.

GPU内では, 多数のプロセッサが SM (Streaming Multipro-

cessor) という単位で管理されている. Tesla C2075 の場合は,

448個のプロセッサが 14 個の SMに均等に振り分けられてい

る. また, GPU 内には数種類のメモリがある. Host memory

とデータのやり取りを行うメモリを Global memory, GPUの

プロセッサに最も近く, 2 種類の機能を持つメモリを Shared

memory / L1 cache, Global memoryと Shared memory / L1

cache の中間に位置するメモリを L2 cache と呼ぶ. 容量は

Global memoryが最も大きく, Shared memory / L1 cacheが

最も小さい. データの転送速度は Shared memory / L1 cache

が最も速く, Global memoryが最も遅い.

GPU を用いた演算の流れを説明する. まず, Host memory

から, 必要なデータを Global memoryに転送する. 次に, CPU

から, GPU へ実行させる演算を指示する. そして, GPU は与

えられた演算を分割し (マルチスレッド化), 各 SMで並列に実

行する. この際, 必要なデータは適宜メモリから呼び出す. 各

プロセッサの演算が全て終了した後, Global memoryから演算

結果を Host memoryに転送し, GPUを用いた演算は完了とな
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図 4 Grid, Block, Warp, Thread の関係.

る. なお, 以上の命令はすべて CUDAで書かれたコードによっ

て行う.

GPUによる演算では, プロセッサが無駄なく動作するよう演

算をマルチスレッド化すること, データ転送が高速なメモリを

有効に活用することが重要となる.

3. 2 マルチスレッド化

CPUによる演算の様子を図 3に示す. CPUによる演算では,

まず Z1,1 の演算のために必要なデータをメモリから呼び出し,

それを用いて演算を行う. 演算の途中に別のデータが必要にな

れば, 一時的に演算を中断し, メモリからデータを呼び出して

から演算を再開する. この際, 演算自体にかかる時間は非常に

短いが, メモリからのデータ転送に多大な時間を消費する. メ

モリからのデータ転送等によるこのような無駄な時間をレイテ

ンシといい, メモリのデータ転送速度が CPU のクロック周波

数に対して非常に遅いために生じる. CPUによる演算に対し,

GPUによる演算では, レイテンシを減らすために, 高速なメモ

リの利用やマルチスレッド化が行われる.

GPUを用いたインピーダンス行列の演算を例に, GPU内で

の演算のマルチスレッド化の様子を図 4 に示す. インピーダ

ンス行列の演算を Grid, Gridを各 SMに割り当てるために分

割したものを Block, SM 内で同時に実行される演算の括りを

Warp, SM内の 1 プロセッサに割り当てられる演算を Thread

と呼ぶ. Grid及び Blockは 2次元で定義する．本報告では, 1

Threadがインピーダンス行列の 1 要素を求める演算に当たる.

Block1
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図 5 GPU 内の SM による演算.

GPUでは, 各プロセッサが各 Threadを並列に演算するが, 各

プロセッサは逐次的な動作しかできないため, (2)式中の積分な

どを並列に演算にすることはできない. また, 1 Block当たりの

Thread数 (Threads/Block)のみ, CUDA上で任意の値を設定

することができるが, 1 Block当たり 512 Thread以下という制

約がある. 1 Warpは原則 32 Threadである.

マルチスレッド化された演算を, GPU内の SMがどのように

実行しているのか説明する. ここでは例として, SM1に Block1

が割り当てられた場合の SM1内のプロセッサの様子を図 5に

示す. Processor1はまず, Warp1内の Thread1, すなわち Z1,1

のためのデータ呼び出し及び演算を行う. このとき, 同一 SM

内の他のプロセッサも同様にWarp1の演算を行なっている. 演

算の途中に別のデータが必要になれば, その都度データを呼び

出す. ここでGPUでは, レイテンシが生じないようにするため

に, Warp1のためのデータ転送の間に, データ呼び出しが完了

しているWarp2を実行する. Warp2にもデータ転送が必要に

なれば, 次はWarp3を実行する. このように, GPUでは演算を

マルチスレッド化し, 1 つの SMが多数のWarpを確保するこ

とで, プロセッサが常に動作するようにし, 高速化を実現する.

以上より, GPUを効率良く稼働させるには, 1 つの SMが多

くのWarpを確保するように Threads/Block の値をなるべく

大きな値に設定する必要があると考えられる. また, 1 Warpは

32 Thread であるから, Threads/Block を 32 の倍数にするこ

とも重要であると考えられる.

4. 数 値 解 析

本報告における数値解析環境は表 1の通りである.

表 1 数値解析環境.

CPU Intel Xeon @ 2.27 GHz

GPU NVIDIA Tesla C2075

Compiler PGI Visual Fortran 12.4

CUDA Driver CUDA 4.1

OS Windows 7 Professional 64 bit

図 6と図 7に線状, 面状導体の数値解析モデルをそれぞれ示

す. この 2つのモデルについて, GPUによるインピーダンス行

列の演算の高速化を検証する. なお, 本報告中では特に断りが

ない場合は, (2)式中の積分は 2重ガウス積分によって行い, 積

分点数は 8 × 8点としている.
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図 8 インピーダンス行列を求めるサブルーチン

(ZXX , ZY Y , ZXY , ZY X).

4. 1 面状導体の自己・相互インピーダンス演算のアルゴリ

ズム

本報告における面状導体の数値解析モデルでは, セグメント

によって電流の流れる方向が異なる. 電流の流れる方向が同じ

セグメント間の相互インピーダンスは, 座標変換により, 積分次

数を一つ下げることが可能である. したがって, 本報告では, 面

状導体のインピーダンス行列を求めるサブルーチンを図 8のよ

うに 4つに分けた.
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m N
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図 9 インピーダンス行列を求めるアルゴリズム (ループ内に分岐有).
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図 10 インピーダンス行列を求めるアルゴリズム (ループ内に分岐無).

この場合, 通常は図 9に示したフローチャートのようにルー

プ内でセグメントの番号に応じて分岐を行い, 演算を実行する.

GPUで同様の演算を行う場合は, ループを展開し, 並列に演算

を行うが, 基本的な考え方は同じである. しかし, GPUでは, 一

つのWarp内ではすべての Threadがほぼ同一の演算を行うこ

とが前提となっているため, ループ内に分岐を含む問題は不得

手であると考えられる.

そこで, ループ内に分岐を含むコードと図 10に示したフロー

チャートのようにループ内に分岐を含まないコードをそれぞれ

作成し, 未知数の数に対する演算時間を測定した. その結果を図

11に示す. ループ内に分岐を含むコードの方が, 含まないコー

ドよりも演算時間が長くなることが分かる. これより, GPUを

用いた高速化では, ループ内に分岐を含む複雑なコードは避け

た方が良いと言える. 特に, 線状セグメント, 面状セグメントの

両方を含むモデルの解析では, セグメント形状に合わせたサブ

ルーチンを複数用意することになるため, ループ内に分岐を含

まないよう心掛ける必要がある.

4. 2 Threads/Blockの最適化

N ≃ 104 程度において, Threads/Blockに対する演算時間を

図 12, 13に示す. 本報告では, 図 4に示したように Blockを 2

次元で定義しているので, Threads/Block は 1から 22までの

整数値の 2 乗の値しかとることができない.
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10800).
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図 13 面状における Threads/Block に対する演算時間 (N = 9660).

図 12, 13では共に Threads/Blockが 256のときに最も演算

時間が短くなった. また, Threads/Block が 64 のときにも同

じ程度演算時間が短くなった. これより, 前章で述べたように,

Threads/Block は 32 の倍数かつなるべく大きな値, すなわち

この場合は 256が望ましいということが確認された.

また, 図 14, 15 に, N に対する最も演算時間が短くなる
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図 14 線状導体における最適な Threads/Block.
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図 15 面状導体における最適な Threads/Block.
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図 16 線状導体において最適な Threads/Block を選んだ場合の高速

化の効果.

Threads/Block を示した. 線状導体の場合は Threads/Block

が 256 ではなく 64 のときに演算時間が最も短くなることも

あるが, どちらの場合も演算時間に大きな差はない. 従って,

Threads/Block は 256 とすれば演算時間をほぼ最小にできる

ことが分かる.
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図 17 面状導体において最適な Threads/Block を選んだ場合の高速

化の効果.
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図 18 面状導体における積分点数に対する演算時間の変化.

4. 3 線状導体と面状導体における高速化の効果

線状導体, 面状導体において, 最適な Threads/Blockを選ん

だ場合に, GPUによってインピーダンス行列の演算がどの程度

高速化できたのかを図 16, 17にそれぞれ示す. GPUを用いた

結果, 線状導体では約 75 倍, 面状導体では約 90 倍の高速化が

達成されたことが分かる. これより, 面状導体の数値解析の場

合の方が, GPUを用いた高速化の効果が大きいと言える. しか

し, GPUでは, インピーダンス行列演算における数値積分は並

列化されず, 各プロセッサで逐次的に演算されるため, 積分次数

によって高速化の効果は変化しないと考えられる.

そこで, 数値解析モデルの差異による高速化の効果の変化に

ついて検証するために, (2)式中の数値積分を行う際の積分点数

に対する演算時間を図 18に示す. ここで, 積分点数 NP = 1の

結果は, 線状導体の数値解析結果と等価である.

また, 図 18における GPUを用いた高速化の効果を表 2に示

す. 表 2中の SGPU は GPUによる高速化の効果を意味し, 以

下の式で表される.

SGPU =
tCPU

tGPU
(3)

ここで, tCPU は CPUによる演算時間, tGPU は GPUによる演

表 2 積分点数に対する GPU を用いた高速化の効果.

NP 1 4 9 100 400

SGPU (N = 760) 78.9 84.0 86.2 86.1 86.1

SGPU (N = 1740) 79.8 85.3 87.3 87.5 87.4

算時間である.

この高速化の効果は, 積分点数が低いときは約 80 倍である

が, 積分点数が増えるに従って徐々に大きくなり, 約 87倍程度

で飽和する. 以上の結果から, GPUによるインピーダンス行列

演算の高速化の効果は積分点数と何らかの関係があることが分

かるが, その原因は今後の検証が必要である.

5. む す び

本報告では, Threads/Blockの変化が GPUによるインピー

ダンス行列の演算の高速化の効果に与える影響を定量的に明ら

かにした. そして最適な Threads/Blcokを選んだ GPUを用い

ることによって, CPUのみによる演算に対し, 線状導体の場合

は約 75 倍, 面状導体の場合は約 90 倍の高速化が達成された.

積分点数と高速化の効果の関係は, 今後の検討を要する. また,

GPUを用いた演算では, ループ内に分岐を含む複雑なアルゴリ

ズムは望ましくないということも確認した.
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