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あらまし インピーダンス展開法（impedance expansion method：IEM）は，モーメント法に基づく電気的小形デ
バイスの回路モデリング手法である．以前，IEMと固有モード解析を組み合わせることで，無線電力伝送（wireless
power transfer：WPT）システムの回路モデルを得た．しかしながら，上記の手法では，全ての結合素子（給電ルー
プ，共振コイルなど）の近傍に散乱体（自動車の車体など）が無いことを仮定していた．本研究では，IEMの理論を
拡張して，完全導体の散乱体の近傍にあるWPTシステムの回路モデルを得た．また，数値計算結果より，回路モデ
ルの妥当性を確認した．
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Abstract The impedance expansion method (IEM) is a circuit-modeling technique for electrically small devices
based on the method of moments. In a previous study, a circuit model of a wireless power transfer (WPT) system
was developed by utilizing the IEM and eigenmode analysis. However, this technique assumes that all the coupling
elements (e.g., feeding loops and resonant coils) are in the absence of neighboring scatters (e.g., bodies of vehicles).
This study extends the theory of the IEM to obtain the circuit model of a WPT system in the vicinity of a perfectly
conducting scatterer. In addition, the yielded circuit model is found to be valid.
Key words wireless power transfer, method of moments, impedance expansion method

1. ま え が き

インピーダンス展開法（impedance expansion method：IEM）
は電気的小形デバイスの回路モデリング手法である [1], [2]．こ
れは，モーメント法（method of moments：MoM）[3], [4]にお
ける基底関数間の自己・相互インピーダンスを複素角周波数
s = jω に関してローラン級数展開し，s−1 に比例する成分を
キャパシタ，sに比例する成分をインダクタ，s2 より高次の成

分を従属電圧源で表現する手法である．以前，IEMと固有モー
ド解析を組み合わせ，コイルの電流を少数のモード電流で展開
することで，無線電力伝送（wireless power transfer：WPT）
システムの回路モデルを得た [5], [6]．

[6]では，全ての結合素子（給電ループ，共振コイルなど）が
周囲に何も無い自由空間中にあることを仮定していたが，実際
のWPTシステムの近傍には散乱体（自動車の車体など）があ
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図 1 完全導体の散乱体（PCS）近傍の基底関数 Fi, Fj

ることが想定される．そのような散乱体は，システムの動作周
波数で共振されるように設計されていないため，散乱体には多
数のモード電流が同時に励振されうる．したがって，[6]で提案
した手法では，散乱体のモード電流も未知数として扱う必要が
あるため，小規模な回路モデルが得られない．
この欠点を克服するため，本研究では，完全導体の散乱体

（perfectly conducting scatterer：PCS）近傍にある基底関数間
の自己・相互インピーダンスを，sに関するローラン級数展開
の形で導出した [7]．提案手法では，PCSによる散乱の寄与を
自己・相互インピーダンスに含めることができるため，PCS上
の全てのモード電流は未知数として扱う必要がなくなる．した
がって，結合素子のモード電流のみが未知数となる小規模な回
路モデルが得られる．本稿では，[7]の内容を抜粋して紹介する．

2. 理 論

図 1に示すように，PCSの近傍に，結合素子の電流を展開す
るための基底関数 Fi, Fj があることを想定する．この状況にお
いて，Fi, Fj 間の自己・相互インピーダンス Zij は，以下のよ
うに分解できる．

Zij = Zfs
ij + Zsc

ij , (1)

ただし，Zfs
ij は PCSが存在しない場合における自己・相互イン

ピーダンス（自由空間成分），Zsc
ij は PCSによる散乱に起因す

る成分（散乱成分）である．自由空間成分 Zfs
ij は以下のように

sに関してローラン級数展開できる [1]．

Zfs
ij =

∞∑
k=−1

skZ
fs(k)
ij (2)

なお，sの各冪に対する係数は以下のように表される（k ≧ 1）．

Z
fs(−1)
ij = ζv

4π

∫
S

∫
S

(∇ · Fi)(∇′ · F ′
j ) 1

R
dS′dS (3)

Z
fs(0)
ij = 0 (4)

Z
fs(k)
ij = (−1)k−1ζ

(k − 1)!4πvk

∫
S

∫
S

Fi · F ′
j Rk−2dS′dS

+ (−1)k+1ζ

(k + 1)!4πvk

∫
S

∫
S

(∇ · Fi)(∇′ · F ′
j )RkdS′dS (5)

ただし，
ζ PCS周囲の空間の波動インピーダンス
v PCS周囲の空間における電磁波の伝搬速度
S 結合素子の表面領域
R 観測点 rとソース点 r′ の間の距離，すなわち R = |r − r′|

である．また，プライム（′）の付いた関数，演算子，面素はソー
ス点 r′ に関するものである．さらに，Fi, Fj の片方もしくは両
方が発散なしの場合，Z

fs(−1)
ij = 0及び Z

fs(2)
ij = 0が成立する．

前者は式 (3)より明らかである．後者に関しては，以下の表示
式 [1]が成立することより明らかである．

Z
fs(2)
ij = ζ

12πv2

∫
S

∫
S

(∇ · Fi)(∇′ · F ′
j )R2dS′dS (6)

続いて，散乱成分 Zsc
ij の s に関するローラン級数展開を導

出する．よく知られたルーフトップ基底関数や Rao–Wilton–
Glisson（RWG）基底関数で電流を展開した場合，低周波数に
おいてインピーダンス行列が不良条件となることが知られてい
る [8], [9]．これを回避するため，PCS上の面電流密度 JPCSを，
以下のようにループ・スター基底関数 [10], [11]で展開する．

JPCS =
N⋆∑
j=1

I⋆
j F ⋆

j +
N◦∑
j=1

I◦
j F ◦

j (7)

ただし，
F ⋆

j j 番目のスター基底関数
F ◦

j j 番目のループ基底関数（∇ · F ◦
j = 0を満足）

I⋆
j F ⋆

j に対する電流係数
I◦

j F ◦
j に対する電流係数

N⋆ スター基底関数の数
N◦ ループ基底関数の数
である．
ここで，ソース電流 IjFj（Ij は Fj に対する電流係数）が

PCSの周囲に電界を生じさせる状況を想定する．PCSの表面
と平行な電界成分はゼロであるため，この電界とループ・ス
ター基底関数のドット積を PCSの表面で積分することで，以
下の行列方程式を得る．

Z̄⋆⋆I⋆ + Z̄⋆◦I◦ + Z⋆jIj = 0 (8)

Z̄◦⋆I⋆ + Z̄◦◦I◦ + Z◦jIj = 0, (9)

ただし，
I⋆ スター電流係数ベクトル（N⋆ × 1）
I◦ ループ電流係数ベクトル（N◦ × 1）
Z̄⋆⋆ スター基底関数間のインピーダンス行列（N⋆ × N⋆）
Z̄⋆◦ スター・ループ基底関数間のインピーダンス行列（N⋆×N◦）
Z̄◦⋆ ループ・スター基底関数間のインピーダンス行列（N◦×N⋆）
Z̄◦◦ ループ基底関数間のインピーダンス行列（N◦ × N◦）
Z⋆j スター基底関数とFj間のインピーダンスベクトル（N⋆×1）
Z◦j ループ基底関数とFj間のインピーダンスベクトル（N◦×1）
である．

Zfs
ij と同様に，式 (8), (9)のインピーダンス行列・ベクトル

は，以下のように展開できる．

Z̄⋆⋆ =
∞∑

k=−1

skZ̄(k)
⋆⋆ , Z̄⋆◦ =

∞∑
k=1

skZ̄(k)
⋆◦

Z̄◦⋆ =
∞∑

k=1

skZ̄(k)
◦⋆ , Z̄◦◦ =

∞∑
k=1

skZ̄(k)
◦◦


(10)
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Z⋆j =
∞∑

k=−1

skZ(k)
⋆j , Z◦j =

∞∑
k=1

skZ(k)
◦j (11)

ただし，一般に Z̄(0)
⋆⋆ = Z̄(2)

⋆◦ = Z̄(2)
◦⋆ = Z̄(2)

◦◦ = 0̄ 及び
Z(0)

⋆j = Z(2)
◦j = 0 が成立する．また，∇ · Fj = 0 の場合，

Z(−1)
⋆j = Z(2)

⋆j = 0が成立する．さらに，I⋆, I◦ を以下のように
展開する．

I⋆ =
∞∑

k=0

skI(k)
⋆ , I◦ =

∞∑
k=0

skI(k)
◦ (12)

式 (10)～(12)を式 (8), (9)に代入し，sの冪が等しい項につい
て等式を結ぶと，以下の行列方程式を得る（k = 0, 1, . . .）．

Z̄(−1)
⋆⋆ I(k)

⋆ = −Z(k−1)
⋆j Ij

−
k∑

l=2

Z̄(l−1)
⋆⋆ I(k−l)

⋆ −
k∑

l=2

Z̄(l−1)
⋆◦ I(k−l)

◦ (13)

Z̄(1)
◦◦ I(k)

◦ = −Z(k+1)
◦j Ij

−
k∑

l=0

Z̄(l+1)
◦⋆ I(k−l)

⋆ −
k∑

l=2

Z̄(l+1)
◦◦ I(k−l)

◦ (14)

I(0)
⋆ , . . . , I(k−2)

⋆ 及び I(0)
◦ , . . . , I(k−2)

◦ が既知であれば，式 (13),
(14) をそれぞれ式 I(k)

⋆ , I(k)
◦ について解くことができる．これ

を k = 0, 1, . . . に対して逐次的に行なうことで，式 (12) の電
流係数ベクトルを求められる．例えば，k = 0を式 (13), (14)
に代入すると，以下のようになる．

Z̄(−1)
⋆⋆ I(0)

⋆ = −Z(−1)
⋆j Ij (15)

Z̄(1)
◦◦ I(0)

◦ = −Z(1)
◦j Ij − Z̄(1)

◦⋆ I(0)
⋆ (16)

これらを解くことで，I(0)
⋆ , I(0)

◦ が得られる．続いて，k = 1を
式 (13), (14)に代入すると，以下のようになる．

Z̄(−1)
⋆⋆ I(1)

⋆ = −Z(0)
⋆j Ij (17)

Z̄(1)
◦◦ I(1)

◦ = −Z(2)
◦j Ij − Z̄(1)

◦⋆ I(1)
⋆ (18)

ここで，一般に Z(0)
⋆j = Z(2)

◦j = 0 が成立することから，
I(1)

⋆ = I(1)
◦ = 0となる．これより高次の電流係数ベクトルも，

同様に求められる．なお，∇·Fj = 0の場合，Z(−1)
⋆j = Z(2)

⋆j = 0
となることから，I(0)

⋆ = I(3)
⋆ = 0となる．

面電流密度 JPCS は散乱電界 Esc を生成する．自己・相互イ
ンピーダンスの散乱成分 Zsc

ij は，Esc と Fi のドット積を積分
することで，以下のように得られる．

Zsc
ij = − 1

Ij

∫
S

Fi · EscdS = 1
Ij

[Zi⋆I⋆ + Zi◦I◦] (19)

ただし，
Zi⋆ Fiとスター基底関数間のインピーダンスベクトル（1×N⋆）
Zi◦ Fiとループ基底関数間のインピーダンスベクトル（1×N◦）
である．ここで，式 (19)のインピーダンスベクトルを以下のよ
うに展開する．

Zi⋆ =
∞∑

k=−1

skZ(k)
i⋆ , Zi◦ =

∞∑
k=1

skZ(k)
i◦ , (20)
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図 2 完全導体球近傍のWPT システム

ただし，一般に Z(0)
i⋆ = Z(2)

i◦ = 0が成立する．また，∇ · Fi = 0
の場合，Z(−1)

i⋆ = Z(2)
i⋆ = 0が成立する．式 (12), (20)を式 (19)

に代入することで，以下のように Zsc
ij の sに関するローラン級

数展開が得られる．

Zsc
ij =

∞∑
k=−1

skZ
sc(k)
ij , (21)

ただし，

Z
sc(k)
ij = 1

Ij

[
k∑

l=−1

Z(l)
i⋆ I(k−l)

⋆ +
k∑

l=1

Z(l)
i◦ I(k−l)

◦

]
(22)

である．例えば，

Z
sc(−1)
ij = 1

Ij
Z(−1)

i⋆ I(0)
⋆ (23)

Z
sc(0)
ij = 0 (24)

Z
sc(1)
ij = 1

Ij

[
Z(−1)

i⋆ I(2)
⋆ + Z(1)

i⋆ I(0)
⋆ + Z(1)

i◦ I(0)
◦

]
(25)

Z
sc(2)
ij = 1

Ij

[
Z(−1)

i⋆ I(3)
⋆ + Z(2)

i⋆ I(0)
⋆

]
(26)

となる．ここで，
（ 1） ∇ · Fi = 0ならば Z(−1)

i⋆ = Z(2)
i⋆ = 0

（ 2） ∇ · Fj = 0ならば I(0)
⋆ = I(3)

⋆ = 0
であることを考慮すると，Fi, Fj の片方もしくは両方が発散な
しの場合，Z

sc(−1)
ij = Z

sc(2)
ij = 0となることが分かる．興味深

いことに，この性質は自由空間成分 Z
fs(−1)
ij , Z

fs(2)
ij のそれと同

様となっている．
なお，式 (21) のローラン級数は PCS の大きさが波長の約

1/4となる周波数以下で収束することを，数値計算結果に基づ
く経験則として確認している [7]．

3. 解析モデル

図 2に，解析対象である完全導体球近傍のWPTシステムを
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Tx loop

R0
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R0,R0

∆VR0
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Rx loop
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Zc
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R1,R1
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LR1,R1

CR1
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CT1,R1

LT0,T1 LT1,R1 LR0,R1VT0 VR0

図 3 WPT システムの回路モデル

示す．送電側と受電側は，それぞれ給電ループと共振コイルに
よって構成されており，z = 0の xy 面に対して面対称となっ
ている．ワイヤと導体球の周りの空間は真空，ワイヤの導電率
は σ = 58 MS/mである．また，a0 = 80 mmは導体球の半径，
a = 0.8 mmはワイヤの半径，b0 = 93 mmは給電ループの半
径，b = 118 mmはコイルの半径，c = 8 mmはコイルのピッ
チ，d0 = 280 mmは送受電ループ間距離，d = 200 mmは送受
電コイル間距離，Nt = 10はコイルの巻数である．各素子の中
心軸上の位置は，媒介変数 uを用いて以下のように表せる．
（ 1） 送電側ループ上の位置（0 ≦ u ≦ 1）

r = x̂b0 cos(2πu) + ŷb0 sin(2πu) − ẑ
d0

2 (27)

（ 2） 送電側コイル上の位置（0 ≦ u ≦ Nt）

r = x̂b cos(2πu) + ŷb sin(2πu) + ẑ
c(2u − Nt) − d

2 (28)

（ 3） 受電側ループ上の位置（0 ≦ u ≦ 1）

r = x̂b0 cos(2πu) + ŷb0 sin(2πu) + ẑ
d0

2 (29)

（ 4） 受電側コイル上の位置（0 ≦ u ≦ Nt）

r = x̂b cos(2πu) + ŷb sin(2πu) − ẑ
c(2u − Nt) − d

2 (30)

送受電ループの u = 0の位置に，特性インピーダンスR0 = 50 Ω
の送受電ポートをそれぞれ接続する．また，送電ポートの有能
電力は Pa = 1 Wとし，このときの起電力は V0 = 2

√
R0Pa と

なる．

4. 解 析 結 果

図 3に，WPTシステムの回路モデルを示す．これは，以下
の近似から導かれるものである．
（ 1） 送受電ループの電流分布を，それぞれ均一な電流

JT0, JR0 で表す．
（ 2） 送受電コイルの電流分布を，それぞれの基本モード電
流 JT1, JR1 で表す．
なお，ここで用いたモード解析法は [6]で用いたものと同様で
ある．送電ループ，送電コイル，受電ループ，受電コイルの電
流の振幅をそれぞれ IT0, IT1, IR0, IR1 としてガラーキン法を適
用すると，次式を得る．

L∑
k=−1

sk


Z

(k)
T0,T0 Z

(k)
T0,T1 Z

(k)
T0,R0 Z

(k)
T0,R1

Z
(k)
T1,T0 Z

(k)
T1,T1 Z

(k)
T1,R0 Z

(k)
T1,R1

Z
(k)
R0,T0 Z

(k)
R0,T1 Z

(k)
R0,R0 Z

(k)
R0,R1

Z
(k)
R1,T0 Z

(k)
R1,T1 Z

(k)
R1,R0 Z

(k)
R1,R1




IT0

IT1

IR0

IR1



+


Zc

T0,T0IT0

Zc
T1,T1IT1

Zc
R0,R0IR0

Zc
R1,R1IR1

 =


V0 − R0IT0

0
−R0IR0

0

 , (31)

ただし，Lはローラン級数の最大次数である．また，行列の各
要素の意味は，例えば以下の通りである．
Z

(k)
T0,T0 JT0 の自己インピーダンス

Z
(k)
T1,R1 JT1, JR1 間の相互インピーダンス

Zc
T0,T0 ワイヤの表面インピーダンス ζc = √

sµσ に起因する
JT0 の自己インピーダンス成分
なお，JT0, JR0 は発散なしであるため，式 (31)に含まれる幾
つかのインピーダンス成分はゼロとなる．
図 3のキャパシタンスは，以下のように表される．

CT1 = CR1 =
Z

(−1)
T1,T1 − Z

(−1)
T1,R1

Z
(−1)
T1,T1Z

(−1)
R1,R1 − Z

(−1)
T1,R1Z

(−1)
R1,T1

(32)

CT1,R1 =
Z

(−1)
T1,R1

Z
(−1)
T1,T1Z

(−1)
R1,R1 − Z

(−1)
T1,R1Z

(−1)
R1,T1

(33)

図 3の自己・相互インダクタンス（一部は見易さのため非表
示）は，以下ように表される（i = 0, 1; j = 0, 1）．

LTi,Tj = LRi,Rj = Z
(1)
Ti,Tj , LTi,Rj = Z

(1)
Ti,Rj (34)

図 3 の従属電圧源 ∆VT0, ∆VT1, ∆VR0, ∆VR1 は高次のイン
ピーダンス成分による電圧降下を表現するものであり，以下の
ように表される（i = 0, 1）．

∆VTi =
1∑

j=0

L∑
k=2

[
skZ

(k)
Ti,TjITj + skZ

(k)
Ti,RjIRj

]
(35)

∆VRi =
1∑

j=0

L∑
k=2

[
skZ

(k)
Ri,TjITj + skZ

(k)
Ri,RjIRj

]
(36)

表 1に，導体球がある場合とない場合における回路パラメー
タを示す．ただし，ローラン級数の最大次数は L = 4 とし，
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表 1 回路パラメータ

Parameter w/o sphere w/ sphere Variation

CT1 = CR1 [F] 9.82970×10−12 9.88778×10−12 +0.59086%
CT1,R1 [F] 2.17975×10−13 2.14217×10−13 −1.72418%

LT0,T0 = LR0,R0 [H] 5.64306 × 10−7 5.58955 × 10−7 −0.94830%
LT0,T1 = LR0,R1 [H] 8.68165 × 10−7 8.02871 × 10−7 −7.52089%
LT1,T1 = LR1,R1 [H] 1.44667 × 10−5 1.35945 × 10−5 −6.02931%

LT0,R0 [H] 5.04643 × 10−9 2.94997 × 10−9 −41.5435%
LT0,R1 = LT1,R0 [H] 7.25259 × 10−8 4.15161 × 10−8 −42.7569%

LT1,R1 [H] 1.06123 × 10−6 6.02206 × 10−7 −43.2542%

Z
(2)
T1,T1 = Z

(2)
R1,R1 [Ω·s2] −6.22084×10−19 −6.51921×10−19 +4.79630%

Z
(2)
T1,R1 [Ω·s2] 6.11592×10−19 6.43634×10−19 +5.23910%

Z
(3)
T0,T0 = Z

(3)
R0,R0 [Ω·s3] −7.31416×10−27 −6.25003×10−27 −14.5489%

Z
(3)
T0,T1 = Z

(3)
R0,R1 [Ω·s3] −6.22797×10−26 −4.94185×10−26 −20.6506%

Z
(3)
T1,T1 = Z

(3)
R1,R1 [Ω·s3] −6.37157×10−25 −4.81281×10−25 −24.4643%

Z
(3)
T0,R0 [Ω·s3] −2.65132×10−27 −1.86752×10−27 −29.5627%

Z
(3)
T0,R1 = Z

(3)
T1,R0 [Ω·s3] −3.08711×10−26 −2.08191×10−26 −32.5612%

Z
(3)
T1,R1 [Ω·s3] −3.60240×10−25 −2.33051×10−25 −35.3067%

Z
(4)
T0,T0 = Z

(4)
R0,R0 [Ω·s4] 1.81748×10−36 1.44777×10−36 −20.3418%

Z
(4)
T0,T1 = Z

(4)
R0,R1 [Ω·s4] 1.92603×10−35 1.47570×10−35 −23.3814%

Z
(4)
T1,T1 = Z

(4)
R1,R1 [Ω·s4] 2.04068×10−34 1.50403×10−34 −26.2975%

Z
(4)
T0,R0 [Ω·s4] 1.81748×10−36 1.44811×10−36 −20.3231%

Z
(4)
T0,R1 = Z

(4)
T1,R0 [Ω·s4] 1.92340×10−35 1.47329×10−35 −23.4018%

Z
(4)
T1,R1 [Ω·s4] 2.03881×10−34 1.50153×10−34 −26.3527%

Zc
T0,T0 = Zc

R0,R0 [Ω] 0.111683 (1 + j) 0.111683 (1 + j) ±0%
Zc

T1,T1 = Zc
R1,R1 [Ω] 0.708570 (1 + j) 0.708570 (1 + j) ±0%

Zc
T0,T0 = Zc

R0,R0 及び Zc
T1,T1 = Zc

R1,R1 の値は 13.56 MHzに
おけるものを示している．
キャパシタンスは，導体級があっても殆ど値が変化して
いないのに対して，インダクタンスは大幅に小さくなっ
ていることがわかる．特に，送受間の相互インダクタンス
（LT0,R0, LT0,R1 = LT1,R0, LT1,R1）は約 40%減少している．
これは，導体球が磁界に対する障害物として振る舞っているこ
とを意味している．

s2に比例するインピーダンス成分（Z
(2)
T1,T1 = Z

(2)
R1,R1, Z

(2)
T1,R1）

は，微小ダイポールの放射抵抗と等価である [1], [5]．表 1 よ
り，これらは導体球の存在により約 5%増加している．これは，
JT1, JR1 と等価な微小ダイポールによる放射が，導体球からの
散乱により強化されたことを意味する．

s3, s4に比例するインピーダンス成分は，導体球の存在により
15～35%減少している．後者が微小ループの放射抵抗と等価であ
る [5]ことを踏まえると，この成分の減少は，JT0, JT1, JR0, JR1

と等価な微小ループによる放射が，導体球からの散乱により打
ち消されたことを意味する．
図 4 に，フルウェーブ MoM と回路モデルにより計算した

(a) |S11|, (b) |S21|, (c) Pr, (d) Pc の周波数特性を示す．比較
のため，導体球が無い場合における回路モデルによる計算結果
を併せて示している．フルウェーブMoMと回路モデルによる
計算結果が良く一致していることから，この回路モデルが妥当

であるものと結論付けられる．

5. ま と め

本研究では，IEMの理論を拡張し，PCSの近傍にあるWPT
システムの回路モデルを得た．具体的には，PCSの近傍にある
結合素子上の基底関数間の自己・相互インピーダンスを，sに
関するローラン級数の形で導出した．回路パラメータの数値計
算結果より，コイル間に配置された導体球が磁界に対する障害
物として振る舞っていることが確認できた．さらに，回路モデ
ルを用いて計算した反射係数，伝達係数，放射損失，導体損失
はフルウェーブMoMによるものと一致し，その妥当性が確認
できた．
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