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あらまし モーメント法はアンテナや散乱体の有力な数値解析法の 1つであるが, セグメント数 N が増加すると, 計

算時間は N 3 に比例し, 計算機メモリが N 2 に比例して増加してしまう問題点がある．本報告では, 大規模アンテナの

電磁界数値解析の計算時間と計算機メモリを減らすことを目的として, CG法 (共役勾配法)及び FMM(高速多重極法)

を 4つの大規模アンテナの数値解析に適用し, その効果を検討している.
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Abstract Method of moments (MoM) is one of the powerful techniques for numerical analysis of antennas and

scatterers. However, CPU time and computer memory, which are proportional to O(N 3) and O(N 2), respectively,

increase rapidly when number of segments N increases. In this report, the conjugate gradient(CG) method and the

fast multipole method(FMM) are applied to MoM analysis of these large-scale antenna models, and the CPU time

and computer memory are investigated.

Key words Method of moments (MoM), Fast multipole method (FMM), Conjugate gradient (CG).

1. ま え が き

アンテナの電磁界解析手法の 1 つとしてモーメント法

(Method of Moments: MoM) が挙げられる [1], [2]. モーメ

ント法は, 導体表面上で成り立つ電磁界の境界条件から得られ

る積分方程式を離散化し, 行列方程式に変換してこれを解き, 導

体表面を流れる未知の電流を求める手法である. 従来は, 行列

方程式 [V ] = [Z][I]を解いて未知の電流ベクトル [I]を求める

際にガウス消去法や掃き出し法などの直接法が用いられていた.

しかし, N × N の行列方程式を直接法を用いて解くと計算時

間とメモリがそれぞれ N3 と N2 に比例して増加する. そのた

め, 大規模な構造にモーメント法を適用するには, 計算の高速化

及び必要なメモリの低減が不可欠である.

この課題を克服する手法として, 行列方程式の解法に

CG(Conjugate Gradient) 法 [3] [4] を用い, CG 法における行

列-ベクトル積の計算に FMM(Fast Multipole Method; 高速多

重極法)を用いるCG-FMM[5]- [7]や, CG法中の行列-ベクトル

積の計算を高速フーリエ変換で高速化したCG-FFT(Conjugate

Gradient-Fast Fourier Transform) [19], Z 行列の遠方界成分を

周期的に配置した点状基底関数を用いて計算するAIM(Adaptive

Integral Method) [20]- [23] などが提案された. 一般に, CG-

FMMの 1ステップあたりの計算時間及び必要なメモリはどち

らも N1.5 にそれぞれ比例するが, N が大きくなければ効率は

良くならない. また, CG-FFTの 1ステップ当たりの計算時間

は N log N で, 必要なメモリは N に比例するが, 周期構造にし

か適用できないという欠点がある. さらに, AIMでは 1ステッ

プ当たりの計算時間及び必要なメモリはそれぞれ Nα log N ,

Nα(1 < α < 1.5)に比例するが, 解析モデルを一様な長方形格

子で分割すること (階段近似)による誤差が大きい.

これらの手法の中でも CG-FMMに関しては様々な研究がな

され, 改良や大規模問題の解析が行われてきた. CG-FMMに分

割統治法の考え方を応用して多層化したMLFMA(Multi-Level

Fast Multipole Algorithm) [8]- [18]に代表される手法は, 飛行

機 [9]やレンズ [16]などの大規模問題の解析に用いられてきた.

現在までに, 並列コンピュータ用のアルゴリズムの開発 [13]- [15]

や低周波での破綻を克服する試み [17], [18]をはじめとして,様々

な研究が行われてきた. しかし, 過去の研究は CG-FMMの改

良及び大規模問題の解析に終始しているため, 解析モデル及び

種々のパラメータと CG-FMMの解析精度・計算時間及び必要

なメモリの相互関係が十分明らかにされているとは言えない.
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本報告では, 4つの解析モデルに CG-FMMを適用し, 各モデ

ルに対する計算量及び使用メモリを明らかにする.

2. 数値解析の原理

2. 1 モーメント法

完全導体のアンテナや散乱体に外部から電界 Einc が入射し

た場合を考える. 完全導体表面の電界の接線成分は

h

Es(r) + Einc(r)
i

t
= 0, r on S (1)

の境界条件を満たす. 従って, 導体表面 S の面電流密度 Js に対

する電界積分方程式は

Einc
t (r) = jωµ0

ZZ

S

[G0(r, r
′) · Js(r

′)]tdr
′ (2)

である. ここで, Es は導体表面を流れる未知の面電流密度 Js

によって生じる散乱電界である. また, rと r′ はそれぞれ観測

点及び波源の位置ベクトルである. また, 添字 ”t”は導体表面

の接線方向を表し, G0 は自由空間のダイアディックグリーン関

数であり,

G0(r, r
′) = (

∇∇
k2
0

+ I)
e−jk0|r−r′|
4π |r − r′| (3)

で表される. ここで, I = x̂x̂ + ŷŷ + ẑẑは単位ダイアドである.

モーメント法では, (2)式の電界積分方程式を解くために, ま

ず未知の電流密度 Js を基底関数 (展開関数)fn(r′)を用いて

Js(r
′) =

N
X

n=1

Infn(r′) (4)

と展開する [1], [24]. ここで, In は未知の電流係数である. 次に,

(4)式を (2)式に代入して, 試行関数 (重み関数)wm を導入する

ことにより, (2)式の積分方程式を連立方程式

N
X

n=1

ZmnIn = Vm m = 1, 2, 3, . . . N (5)

に変形する. ここで, 電圧係数 Vm は入射電界 Einc と試行関数

との内積であり,

Vm =

ZZ

S

wm(r) · Einc(r)dr (6)

で与えられる. また, (5)式の Zmn は

Zmn = jωµ0

ZZ

S

ZZ

S

wm(r) · G0(r, r
′) · fn(r′)dr′dr (7)

で与えられる. Zmn は面電流 fn(r′)と wm(r)の自己インピー

ダンス (m = n)あるいは相互インピーダンス (m |= n)である.

(6), (7)式を数値的に求めて, (5)式を数値的に解くことにより,

未知の電流係数 In が求められる. また, In が求められれば, (4)

式より面状導体の面電流密度 Js が求められるので, 導体から

の散乱電磁界が計算できる. なお, (7)式から分かるように, 自

己・相互インピーダンス Zmn の表示式には 2重の面積分, すな

わち 4重積分が含まれている.

本報告では, 基底関数及び試行関数の両方に区分的正弦関数

を用いる Richmondのモーメント法 (変分法 [25]- [27]と等価な

ガラーキン法の一種) を採用し, 細線近似 [28] を用いることに

より, (7)式の 4重積分を 2重積分で近似する. (5)式を数値的

に解く手法として CG法を利用する. また, CG法における行

列-ベクトル積の計算を高速化し, メモリを削減する手法として

FMMを利用する.

2. 2 CG 法

CG法によりモーメント法の行列方程式 [Z][I] = [V ]を解く

アルゴリズムは以下の通りである [29], [31].

電流ベクトル [I1, I2, · · ·, IN ]t の初期値を I0 として, 残差ベ

クトル及び解の修正ベクトルをそれぞれ

R0 = ZI0 − V

P1 = −Z†R0

より求める. 次に, 以下の反復処理を行う.

αi = −⟨ZPi ,Ri−1⟩
∥ZPi∥2 =

‚

‚Z†Ri−1

‚

‚

2

∥ZPi∥2

Ii = Ii−1 + αiPi

Ri = ZIi − V = Ri−1 + αiZPi

βi =

‚

‚Z†Ri

‚

‚

2

∥Z†Ri−1∥2

Pi+1 = −Z†Ri + βiPi

ここで, Pi 及びRi は解の修正ベクトルと残差ベクトルであり,

αi と βi はそれぞれ電流ベクトル Ii と修正ベクトル Pi の修正

係数 (重み)である. CG法では, 反復処理 1回の計算量は Z 行

列とベクトルの積を計算する部分の O(N2)であり, 反復回数が

N と無関係であれば, インピーダンス行列 [Z]の逆行列を求め

る場合の O(N3)に比べて計算量を削減できる. しかしながら,

Z 行列を保存する必要があるため, 計算機メモリを減らすこと

はできない. そこで, FMM を導入して, 行列-ベクトル積の計

算をまとめて行うことにより, 計算量及び計算機メモリ双方の

削減を図る.

2. 3 FMM

細線近似を適用した遠方セグメント間の相互インピーダン

スは,

Zfar
mkm′k′=jωµ0

Z

lmk

fmk(rk )·
Z

lm′k′

G0(rk , rk′) · fm′k′(rk′)dr′dr (8)

で与えられる. mと m′(= 1, 2, · · ·, M)はそれぞれ図 1に示す

ように波源グループ及び観測点のグループの番号を表す. また,

kと k′(= 1, 2, · · ·, N/M)はそれぞれmグループ, m′ グループ

内の波源セグメント番号と観測セグメント番号である. そして,

lmk と lm′k′ はそれぞれ観測点と波源に沿う積分路を表す.

今, |rmm′ | ≫ |rm′k′ − rmk|であれば, Gegenbauerの加法定
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Figure 1 高速多重極法におけるベクトル関係式.

理 [30]及び, 球面波の平面波展開を用いることができ, (8)式を

Zfar
mkm′k′ ≈

ωµ0k0

(4π)2

Z 2π

0

Z π

0

smk(k̂)·TLs∗m′k′(k̂) sin θdθdϕ (9)

のように表すことができる. ただし, smn(k̂), sm′k′(k̂), TL は,

smk(k̂) =

Z

lmk

ejk·rmk (I − k̂k̂) · fmk(rk)drk (10)

sm′k′(k̂) =

Z

lm′k′

ejk·rm′k′ (I − k̂k̂) · fm′k′(rk′)drk′ (11)

TL =
L

X

l=0

(−j)l(2l + 1)h
(2)
l (k0rmm′)Pl(k̂ · r̂mm′) (12)

のように表すことができる. (12)式では, 級数を有限の値 Lで

打ち切っている. また, 経験的な式ではあるが, Lの基準として

L = k0Dmax + αL ln(k0Dmax + π) (13)

が与えられている. ここで, Dmax はグループ直径のうちで最大

の値である. また, αL は必要な精度に応じて与えるパラメータ

であり, およそ 1～10の値を取る.

FMMを用い, (9)式で表される遠方セグメント間の相互イン

ピーダンスと電流ベクトルの積をまとめて計算する処理は以下

の 3ステップに分けられる.

Step. 1 Aggregation step (波源セグメント k′ から波源グ

ループ中心 m′ への相互作用を計算し, 乗じたいベクトル aと

の積を保存しておく. )

Sm′(k̂) =

K
X

k′=1

sm′k′(k̂)ak′ (14)

Step. 2 Translation step (Step. 1で求めた Sm′(k̂)を, ある

m番目の観測グループの中心に集める. ただし, グループmか

ら見てグループm′ は十分離れているものとする. )

Sm(k̂) =
X

m′∈Mfar

Sm′(k̂)TL(k0rmm′ , k̂ · r̂mm′) (15)

Step. 3 Disaggregation step (Step. 2で求めた Sm(k̂)を用

いて, m番目の観測グループにある各セグメントとの相互作用

を計算し, インピーダンス行列 Z の i行目と aとの積の計算を

終える. )

X

Zfar
ij aj ≈ ωµ0k0

(4π)2

L
X

θ=1

2L
X

φ=1

W (θ)
π

L

h

smk(k̂) · Sm(k̂)
i

(16)

ここで, Mfar は第 m番目の観測グループから見て遠方にある

波源グループ, W (θ)は θ に関する積分に用いるガウス-ルジャ

ンドル積分の重みを指す. これらの処理に必要な計算時間を, 近

傍グループにあるセグメント間の相互インピーダンスとベクト

ルの積の計算時間と共に, 以下の表 1に示す. また, 必要なメモ

リを以下の表 2に示す.

面状アンテナのような 2次元構造では, Lがグループの直径

にほぼ比例することから, 各グループ内のセグメント数K との

間に L2 ∝ N/M(= K)が成立するので, M = K =
√

N とな

るようにグループ分けすれば, CG-FMMにおける 1ステップ

の計算量及びメモリは共に O(N1.5)になる. ただし, L2 ∝ K

が成り立たない場合はその限りではない.

Table 1 高速多重極法を用いた行列-ベクトル積に要する計算時間.

Step CPU time

Near interaction O(M × K2)

Step. 1 O(N × 2L2)

Far interaction Step. 2 O(M2 × 2L2)

Step. 3 O(N × 2L2)

Table 2 多重極展開係数及び近接相互作用の計算に要するメモリ.

Stored contents Required memory

V, I,P,R O(N)

Weight and integration point

for Gauss-Legendre integration O(L)

Znear
mkm′k′ O(M × K2)

smk(k̂) and sm′k′ (k̂) O(N × 2L2)

TL(k0rmm′ , k̂ · r̂mm′ ) O(M2 × 2L2)

3. CG-FMM法の計算時間及びメモリの検討

3. 1 解析モデル

図 2～4 に示す 4 つのモデルに CG-FMM を適用し, 計算時

間と必要なメモリを調べた. 各モデル毎に必要な CG-FMMの

反復回数は, 表 3に示す回数で十分であることが分かっている

ので, 反復回数は表 3に従った.

Table 3 各モデル毎に必要な CG-FMM の反復回数.

Model Iterative steps

1D dipole array antenna Constant(= 20)

Long dipole antenna N

2D planar antenna array Constant(= 500)

2D planar antenna Constant(= 500)
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Figure 2 1 次元 H 面ダイポールアレーアンテナ.
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Figure 3 ロングダイポールアンテナ.
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Figure 4 ワイヤメッシュ近似を用いた 2 次元板状アンテナアレー.
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Figure 5 ワイヤメッシュ近似を用いた 2 次元板状アンテナ.

3. 2 計算時間及び必要なメモリの比較検討

以上の 4つのモデルを CG-FMMによって解析し, 計算時間

及び必要なメモリを Gauss-Jordan 法及び CG 法と比較した.

FMMの計算量及びメモリサイズと, 精度を左右するパラメー

タ Lは, (13)式で αL = 2として決定した. この Lの値は, 十
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Figure 6 解析に必要な計算時間 (1 次元 H 面アレーアンテナ).
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Figure 7 解析に必要な計算時間 (ロングダイポールアンテナ).
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Figure 8 解析に必要な計算時間 (2 次元板状アンテナアレー).

分な精度の解を与えることが分かっている.

図 6～図 9に各モデルを解析するのに必要な計算時間を示す.

1次元 H面ダイポールアレーアンテナでは, CG-FMMの計算

時間は O(N2) となり, 反復処理 1 回当たりの計算時間を削減

することはできなかった. また, ロングダイポールアンテナの
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Figure 10 解析に必要なメモリ (1 次元 H 面アレーアンテナ).
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Figure 11 解析に必要なメモリ (ロングダイポールアンテナ).

解析に要した CG-FMMの計算時間は, O(N2)の計算を N 回

反復したため O(N3) となり, こちらも反復処理 1 回当たりの

計算時間を削減することはできなかった. その原因としては,

これらのモデルでは 1 次元的にセグメントが配置されており,

K ∝ Dmax の関係が成り立つので, (13)式から L ∝ K の関係

が成立してしまっていることが考えられる. L ∝ K は, 板状ア
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M
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Figure 12 解析に必要なメモリ (2 次元板状アンテナアレー).
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Figure 13 解析に必要なメモリ (2 次元板状アンテナ).

ンテナのようにセグメントが 2次元的に配置されているモデル

の場合の L2 ∝ K と異なる悪条件であり, そのために計算量が

削減できなかったものと考えられる. 一方, 2次元板状アンテナ

アレー及び 2次元板状アンテナでは, CG-FMMの計算時間は

O(N1.5)となり O(N2)に比べて削減されていることが分かる.

これは, 板状アンテナは 2次元的にセグメントが配置されてい

るモデルであり, L2 ∝ K が成り立っているためであると考え

られる.

図 10～図 13に各モデルを解析するのに必要なメモリを示す.

いずれの場合も, Z 行列を保存しなければならない CG 法や

Gauss-Jordan法の O(N2)と比較して, CG-FMMに要したメ

モリは O(N)～O(N1.5)となり, 十分削減されたことが分かる.

一般的に, FMMを用いてもメモリは O(N1.5)までしか削減で

きないにもかかわらず, 1次元 H面アレーアンテナと 2次元板

状アンテナアレーの場合に O(N) までメモリを削減できたの

は, モデルに存在する周期性を利用した結果である. 一方で, ロ

ングダイポールアンテナの場合は周期性を利用しているが, 使

用メモリは O(N1.5)のままであった. しかしながら, M ≫ K

となるようにグループ分けすれば, このモデルでも使用メモリ

を O(N)まで削減できる.

— 5 —



4. む す び

本報告では, CG-FMMを用いて 4種類の大規模アンテナを

数値解析し, 計算量及びメモリと解析モデル及びパラメータの

関係について検討した. その結果, 1 次元的にセグメントが配

置されているモデルの計算時間は削減できないことが分かった.

しかしながら, 周期性を利用すれば計算機メモリは O(N)まで

削減できることも分かった. 今後は, 周期性のない大規模モデ

ルやワイヤメッシュを用いない面状構造の解析, また誘電体を

含むモデルの解析に CG-FMMを適用していく予定である.
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